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摘　要：研究了带阻尼项的半线性分数阶脉冲微分方程解的振动性，通过使用一个特殊的脉冲不等式和Ｒｉｃｃａｔｉ
技巧，得到分数阶脉冲方程解的振动性的若干个充分条件并用一个例子验证了主要定理。所做的工作是 Ｒｉｃｃａｔｉ
技巧的应用在新的领域上的推广。
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　　近年来，国际上每年发表的涉及分数阶微积分
的研究论文超过５００篇，相关的理论研究与应用几
乎渗入所有学科和应用领域［１－５］。尤其是分数阶微

分方程的研究在反常扩散、多孔介质力学、非牛顿

流体力学、黏弹性力学、软物质力学、生物医学、

系统控制等领域越来越显示其强大的应用前景。脉

冲的引入将为分数阶微分方程的应用开辟新的途

径，可以更广泛的应用在经济数学的风险防控和生

物数学的病虫害防治的模型中，因此对分数阶微分

方程振动性的研究已引起一些学者的关注［６－８］，而

对分数阶脉冲微分方程振动性的研究是一个新的课

题。所以我们研究的问题具有很好的理论价值。本

文利用Ｒｉｃｃａｔｉ变换技巧［９－１１］，研究了如下带阻尼

项的分数阶脉冲方程

（ｒ（ｔ）Φγ（Ｄ
α
－ｙ）（ｔ））′＋ｐ（ｔ）Φγ（Ｄ
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ｙ（ｔ＋ｋ）＝ｇｋ（ｙ（ｔｋ）），（Ｄα－ｙ）（ｔ
＋
ｋ）＝　　

　　ｈｋ（（Ｄα－ｙ）（ｔｋ）），ｋ＝１，２，３，…，
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＋
０）＝（Ｄα－ｙ）（ｔ０









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这里ｔ≥ｔ０，０＜ｔ０＜ｔ１＜ｔ２＜… ＜ｔｋ＜…，ｌｉｍｋ→∞ｔｋ＝

∞，常数α∈（０，１），Φγ（ｕ）＝ ｕγ－１ｕ，γ是正的奇

数比。Ｄα－ｙ是 ｙ的 α阶 Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ右侧分数阶微分，
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记为

（Ｄα－ｙ）（ｔ）：＝
１

Γ（１－α）
ｄ
ｄｔ∫

∞

ｔ
（ｖ－ｔ）－αｙ（ｖ）ｄｖ

其中Γ（ｔ）：＝∫
∞

０
ｖｔ－１ｅ－ｖｄｖ，ｔ∈Ｒ＋是通常的Ｇａｍｍａ

函数。ｙ（ｔ＋ｋ）和ｙ（ｔ
－
ｋ）存在并满足ｙ（ｔ

－
ｋ）＝ｙ（ｔｋ）及

ｙ′（ｔｋ）＝ｙ′（ｔ
－
ｋ）＝ｌｉｍ

ｈ→０－

ｙ（ｔｋ＋ｈ）－ｙ（ｔｋ）
ｈ 和ｙ′（ｔ＋ｋ）

＝ｌｉｍ
ｈ→０＋

ｙ（ｔｋ＋ｈ）－ｙ（ｔ
＋
ｋ）

ｈ 。

对于没有脉冲且是整数阶的半线性微分方程的

振动性，文 ［１１］给出了详细的研究。对于没有
脉冲而带阻尼项的非线性分数阶微分方程，文

［８］给出了一些振动性的充分条件。如果既没有
脉冲又没有阻尼项且γ＝１，则方程 （１）可简化为
文 ［６］研究的方程，即

（ｒ（ｔ）（Ｄα－ｙ）（ｔ））′－ｑ（ｔ）ｆ∫
∞

ｔ
（ｖ－ｔ）－αｙ（ｖ）ｄ( )ｖ＝０

（２）

１　若干定义
本文中的空间定义为ＰＬＣ（Ｊ）：＝｛ｘ：Ｊ→Ｒ在

每个区间（ｔｉ，ｔｉ＋１）上是连续的，ｘ（ｔ
＋
ｉ）存在，ｘ（ｔ

－
ｉ）：

＝ｘ（ｔｉ），ｉ∈Ｎ，Ｊ∈Ｒ｝。空间ＰＬＣ
１（Ｊ）按照通常的

方法定义。

为了方便研究，我们约定以下条件

（Ｈ１）ｒ（ｔ），ｐ（ｔ）和 ｑ（ｔ）都是区间 ［ｔ０，∞］上
正的连续函数；

（Ｈ２）函数ｆ：Ｒ→Ｒ对于ｕ≠０和常数κ＞０有
ｆ（ｕ）／ｕγ ＞κ；

（Ｈ３）ｇｋ，ｈｋ∈ＰＬＣ（Ｒ，Ｒ）且存在正常数ａ，ｂｋ
使得

ｇｋ（ｕ）
ｕ ≤ａ，　

ｈｋ（ｕ）
ｕ ≥ｂｋ ＞０，

ｕ≠０，　０＜ａ≤１，ｋ＝１，２，…
　　如果 （１）的解既不是最终为正也不是最终为
负的，则称它是振动的；否则的话称它为非振动

的。如果方程 （１）的每个解都是振动的，则方程
（１）是振动的。

分数阶微积分有很多定义，本文使用如下刘维

尔右侧分数阶微积分定义。

定义１［１］　假设函数ｇ：Ｒ＋→Ｒ在Ｒ＋上是逐点
定义的，则它在右半轴上的β＞０阶刘维尔右侧分
数积分定义为

（Ｉβ－ｇ）（ｔ）：＝
１
Γ（β）∫

∞

ｔ
（ｖ－ｔ）β－１ｇ（ｖ）ｄｖ（３）

其中ｔ＞０。
定义２［１］　假设函数ｇ：Ｒ＋→Ｒ在Ｒ＋上是逐点

定义的，则它在右半轴上的β＞０阶刘维尔右侧分
数微分定义为

（Ｄβ－ｇ）（ｔ）：＝（－１）
［β］ｄ［β］

ｄｔ［β］
（Ｉ［β］－β－ ｇ）（ｔ）＝

（－１）［β］ １
Γ（［β］－β）

ｄ［β］

ｄｔ［β］∫
∞

ｔ
（ｖ－ｔ）β－１ｇ（ｖ）ｄｖ

（４）
其中ｔ＞０，［β］：＝ｍｉｎ｛ｚ∈Ｚ：ｚ≥β｝。

本文考虑以下两种情况：

∫
ｔ

ｔｊ
∏
ｔｊ＜ｔｋ＜ｕ

ｂｋ（ｒ（ｕ）ｅ∫
ｕ
ｔ０
（ｐ（ｓ）／ｒ（ｓ））ｄｓ）－

１
γｄｕ＝∞ （５）

和

∫
ｔ

ｔｊ
∏
ｔｊ＜ｔｋ＜ｕ

ｂｋ（ｒ（ｕ）ｅ∫
ｕ
ｔ０
（ｐ（ｓ）／ｒ（ｓ））ｄｓ）－

１
γｄｕ＜∞ （６）

２　主要结果

引理 １［６］　对于α∈（０，１），ｔ＞０定义函数

Ｇ（ｔ）：＝∫
∞

ｔ
( )ｖ－ｔ－αｙ（ｖ）ｄｖ （７）

则

Ｇ′（ｔ）：＝－Γ（１－α）（Ｄα－ｙ）（ｔ） （８）
　　引理２［１２］　假设 ｍ∈ ＰＬＣ１（Ｒ＋，Ｒ），并且在
ｔｋ（ｋ＝１，２，…）上是左连续的。如果

（Ａ０）　ｍ′（ｔ）≤ｐ（ｔ）ｍ（ｔ）＋ｑ（ｔ），ｔ≠ｔｋ，ｋ＝１，
２，…，

（Ａ１）　ｍ（ｔ
＋
ｋ）≤ｄｋｍ（ｔｋ）＋ｂｋ，则当 ｔ≥ ｔ０时，

有

ｍ（ｔ）≤ｍ（ｔ０）∏
ｔ０＜ｔｋ＜ｔ

ｄｋｅｘｐ∫
ｔ

ｔ０
ｐ（ｓ）ｄ( )ｓ＋

∑
ｔ０＜ｔｋ＜ｔ

∏
ｔ０＜ｔｊ＜ｔ

ｄｊｅｘｐ∫
ｔ

ｔｋ
ｐ（ｓ）ｄ( )( )ｓ ｂｋ＋

∫
ｔ

ｔ０
∏
ｓ＜ｔｋ＜ｔ
ｄｋｅｘｐ∫

ｔ

ｓ
ｐ（σ）ｄ( )σｑ（ｓ）ｄｓ （９）

　　引理 ３［１３］　假设Ｘ和Ｙ都是非负数，则有
Ｘλ＋（λ－１）Ｙλ－λＸＹλ－１≥０，λ＞１

　　当且仅当Ｘ＝Ｙ时等式成立。
引理４　假设条件 （Ｈ１）、（Ｈ２）、（Ｈ３）和式

（５）成立并且ｙ（ｔ）是方程 （１）的正解，则存在 Ｔ
≥ｔ０满足当ｔ∈［Ｔ，∞）时，有
（Ｄα－ｙ）（ｔ）＜０和（ｒ（ｔ）Φγ（Ｄ

α
－ｙ）（ｔ））′＞０

（１０）
　　证明　因为ｙ( )ｔ是方程 （１）的一个正解，由

Ｇ（ｔ）的定义，存在ｔ１≥ｔ０满足当ｔ∈［ｔ１，∞）时有
ｙ（ｔ）＞０和Ｇ（ｔ）＞０ （１１）

４４
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由条件 （Ｈ１）和 （Ｈ２）知 ｑ（ｔ）＞０，ｆ（Ｇ（ｔ））＞
０。根据方程 （１）当ｔ＞ｔ１，ｔ≠ｔｋ，ｋ＝１，２，…时有
（ｒ（ｔ）Φγ（Ｄ

α
－ｙ）（ｔ））′＋ｐ（ｔ）Φγ（Ｄ

α
－ｙ）（ｔ）＝

ｑ（ｔ）ｆ∫
∞

ｔ
（ｖ－ｔ）－αｙ（ｖ）ｄ( )ｖ＞０ （１２）

令ｘ（ｔ）＝ｒ（ｔ）Φγ（Ｄ
α
－ｙ）（ｔ），推出ｘ′（ｔ）＋

ｐ（ｔ）
ｒ（ｔ）ｘ（ｔ）

＞０进而得到（ｘ（ｔ）ｅ∫
ｔ
ｔ０
（ｐ（ｓ）／ｒ（ｓ）ｄｓ）′＞０，则存在Ｔ１＞

ｔ１满足当 ｔ≥ Ｔ１时有 ｘ（ｔ）ｅ∫
ｔ
ｔ０
（ｐ（ｓ）／ｒ（ｓ）ｄｓ是严格增函

数，并知ｘ（ｔ）在ｔ∈（ｔｋ，ｔｋ＋１］，ｔｋ＞Ｔ１上最终定号。
根据ｒ（ｔ）＞０和 γ是正的奇数比，由条件 （Ｈ３）
可知（Ｄα－ｙ）（ｔ）也是最终定号的。下面证明

（Ｄα－ｙ）（ｔ）＜０，ｔ∈［Ｔ１，∞） （１３）
　　假设式 （１３）不成立，则存在ｔｊ≥Ｔ１使得当ｔ
∈［ｔｊ，∞），ｔｊ＞Ｔ１时有

（Ｄα－ｙ）（ｔｊ）＞０和（Ｄα－ｙ）（ｔ）＞０
当 ｔ ∈ （ｔｊ，ｔｊ＋１］ 时， 由 条 件 （Ｈ３） 和

ｘ（ｔ）ｅ∫
ｔ
ｔ０
（ｐ（ｓ）／ｒ（ｓ）ｄｓ是单调增的，有

ｒ（ｔ）（（Ｄα－ｙ）（ｔ））γｅ∫
ｔ
ｔ０
（ｐ（ｓ）／ｒ（ｓ））ｄｓ≥

ｒ（ｔ＋ｊ）（（Ｄα－ｙ）（ｔ
＋
ｊ））

γｅ∫
ｔ
ｔ０
（ｐ（ｓ）／ｒ（ｓ））ｄｓ≥

ｒ（ｔ＋ｊ）（ｂｊ（Ｄα－ｙ）（ｔｊ））γｅ∫
ｔ
ｔ０
（ｐ（ｓ）／ｒ（ｓ））ｄｓ：＝

（ｂｊ）γＣ （１４）

这里Ｃ＝ｒ（ｔｊ）（（Ｄα－ｙ）（ｔｊ））γｅ∫
ｔ
ｔ０
（ｐ（ｓ）／ｒ（ｓ））ｄｓ＞０。因此

（Ｄα－ｙ）（ｔ）≥

ｂｊＣ
１／γ（ｒ（ｔ）ｅ∫

ｔ
ｔ０
（ｐ（ｓ）／ｒ（ｓ））ｄｓ）－１／γ，ｔ∈（ｔｊ，ｔｊ＋１］

类似地

（Ｄα－ｙ）（ｔ）≥ｂｊｂｊ＋１Ｃ
１／γ（ｒ（ｔ）ｅ∫

ｔ
ｔ０
（ｐ（ｓ）／ｒ（ｓ））ｄｓ）－１／γ，

ｔ∈（ｔｊ＋１，ｔｊ＋２］
由归纳法得

（Ｄα－ｙ）（ｔ）≥∏
ｎ

ｉ＝０
ｂｊ＋ｉＣ

１／γ·

（ｒ（ｔ）ｅ∫
ｔ
ｔ０
（ｐ（ｓ）／ｒ（ｓ））ｄｓ）－１／γ，ｔ∈（ｔｊ＋ｎ，ｔｊ＋ｎ＋１］

由式 （８）有

－ Ｇ′（ｔ）
Γ（１－α）

＝（Ｄα－ｙ）（ｔ）≥

∏
ｎ

ｉ＝０
ｂｊ＋ｉＣ

１／γ　
　
ｒ（ｔ）ｅ∫

ｔ
ｔ０
（ｐ（ｓ）／ｒ（ｓ））ｄ( )ｓ －１／γ

，

ｔ∈（ｔｊ＋ｎ，ｔｊ＋ｎ＋１］，ｎ∈Ｎ
进一步有

Ｇ′（ｔ）≤－Γ（１－α）·

∏
ｎ

ｉ＝０
ｂｊ＋ｉＣ

１／γ　
　
ｒ（ｔ）ｅ∫

ｔ
ｔ０
（ｐ（ｓ）／ｒ（ｓ））ｄ( )ｓ －１／γ

＜０（１５）

因而Ｇ（ｔ）在每个 ｔ∈ （ｔｊ＋ｎ，ｔｊ＋ｎ＋１］上是单调减的。
由条件 （Ｈ３）知
Ｇ（ｔ＋ｋ＋１）≤ａＧ（ｔｋ＋１）≤Ｇ（ｔｋ＋１）＜Ｇ（ｔ

＋
ｋ）≤

ａＧ（ｔｋ）＜Ｇ（ｔｋ），ｋ＝ｊ，ｊ＋１，ｊ＋２，… （１６）
故在ｔ∈［ｔｊ，∞）上应用引理２得，当 ｔ∈ ［ｔｊ，∞）
时

Ｇ（ｔ）≤Ｇ（ｔ＋ｊ）－

∫
ｔ

ｔｊ
Γ（１－α）∏

ｔｊ＜ｔｋ＜ｕ
ｂｋＣ

１／γ 　
　
ｒ（ｕ）ｅ∫

ｕ
　ｔ０
（ｐ（ｓ）／ｒ（ｓ））ｄ( )ｓ －１／γ

ｄｕ≤

Ｇ（ｔ＋ｊ）－Γ（１－α）Ｃ
１／γ∫

ｔ

ｔｊ
∏
ｔｊ＜ｔｋ＜ｕ

ｂｋ
　
　
ｒ（ｕ）ｅ∫

ｕ
　ｔ０
（ｐ（ｓ）／ｒ（ｓ））ｄ( )ｓ －１／γ

ｄｕ

（１７）
因为Ｇ（ｔ）＞０，ｔ≥ｔｊ但是当ｔ→∞时，由条件 （５）
知 （１７）式的右边小于零，这是一个矛盾。因此，
存在Ｔ＝ｔｊ≥ｔ０满足（Ｄα－ｙ）（ｔ）＜０，ｔ∈［Ｔ，∞）。
由方程 （１）得（ｒ（ｔ）Φγ（Ｄ

α
－ｙ）（ｔ））′＞０，ｔ∈［Ｔ，

∞）。证毕！
定理 １　设条件 （Ｈ１）、 （Ｈ２）、 （Ｈ３）和式

（５）成立，并且存在一个正的可微函数η（ｔ）满足

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→∞ ∫

ｔ

Ｔ∏Ｔ＜ｔｋ＜ｓ
（ｂｋ）γ

　
　κη

（ｓ）ｑ（ｓ）[ －

ｒ（ｓ）η（ｓ）（ψ（ｓ））γ＋１＋
（γ＋１）γ＋１（Γ（１－α））]γ　　ｄｓ＝∞ （１８）

则方程 （１）是振动的。这里ψ（ｓ）＝η′（ｓ）η（ｓ）
－ｐ（ｓ）ｒ（ｓ）

且（ψ（ｓ））＋＝ｍａｘ｛０，ψ（ｓ）｝，ｓ≥Ｔ≥ｔ０。
证明　反证法，假设 ｙ（ｔ），ｔ≥ Ｔ≥ ｔ０是方程

（１）的一个最终非振动解。不失一般性，假设
ｙ（ｔ）是方程 （１）的一个最终正解。根据引理４知
道 （Ｄα－ｙ）（ｔ）＜０且（ｒ（ｔ）Φγ（Ｄ

α
－ｙ）（ｔ））′＞０，ｔ∈

［Ｔ，∞）。定义函数ｗ（ｔ）如下

ｗ（ｔ）：＝－η（ｔ）
ｒ（ｔ）Φγ（（Ｄ

α
－ｙ）（ｔ））

Φγ（Ｇ（ｔ））
（１９）

这里Ｇ（ｔ）同前定义，则ｗ（ｔ）＞０且ｗ（ｔ＋ｋ）＞０，ｔ
∈（ｔｋ，ｔｋ＋１］，ｔｋ≥Ｔ≥ｔ０，ｋ＝１，２，…。由方程 （１），
当ｔ≠ｔｋ，ｔｋ≥Ｔ时，可得

ｗ′（ｔ）＝－η′（ｔ）ｒ（ｔ）Φγ（Ｄ
α
－ｙ）（ｔ）

Φγ（Ｇ（ｔ
[ ]

））
－

η（ｔ）ｒ（ｔ）Φγ（Ｄ
α
－ｙ）（ｔ）

Φγ（Ｇ（ｔ
[ ]

））
′＝

η′（ｔ）
η（ｔ）

－ｐ（ｔ）ｒ（ｔ( )）ｗ（ｔ）－η
（ｔ）ｑ（ｔ）ｆ（Ｇ（ｔ））
（Ｇ（ｔ））γ

＋

η（ｔ）ｒ（ｔ）Φγ（Ｄ
α
－ｙ）（ｔ）

（Φγ（Ｇ（ｔ）））
２ ≤

η′（ｔ）
η（ｔ）

－ｐ（ｔ）ｒ（ｔ( )）ｗ（ｔ）－κη（ｔ）ｑ（ｔ）－

５４
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η（ｔ）ｒ（ｔ）（（Ｄα－ｙ）（ｔ））γ［Γ（１－α）（Ｄα－ｙ）（ｔ）］
（Ｇ（ｔ））γ＋１

≤

－κη（ｔ）ｑ（ｔ）＋ η′（ｔ）
η（ｔ）

－ｐ（ｔ）ｒ（ｔ( )）ｗ（ｔ）－
γΓ（１－α）［η（ｔ）ｒ（ｔ）］－１ｗ１＋１／γ（ｔ）≤
－κη（ｔ）ｑ（ｔ）＋（ψ（ｔ））＋ｗ（ｔ）－
１
λ－１Γ

（１－α）［η（ｔ）ｒ（ｔ）］１－λｗλ（ｔ） （２０）

这里λ＝γ＋１γ
，ψ（ｔ）＝η′（ｔ）η（ｔ）

－ｐ（ｔ）ｒ（ｔ）。

　　令Ｘ＝ Γ（１－α）
（λ－１）（η（ｔ）ｒ（ｔ））λ－[ ]１

１
λ
ｗ（ｔ），

Ｙ＝ （ψ（ｔ））＋
λ

（λ－１）（η（ｔ）ｒ（ｔ））λ－１

Γ（１－α( )）

１

[ ]λ
１
λ－１

在式 （２０）中使用引理３得
ｗ′（ｔ）≤－κη（ｔ）ｑ（ｔ）＋

ｒ（ｔ）η（ｔ）（ψ（ｔ））γ＋１＋

（γ＋１）γ＋１（Γ（１－α））γ
，　ｔ∈（ｔｋ，ｔｋ＋１］ （２１）

根据脉冲条件容易推出，当ｋ＝１，２，…时

ｗ（ｔ＋ｋ）＝－η（ｔ
＋
ｋ）
ｒ（ｔ＋ｋ）Φγ（（Ｄ

α
－ｙ）（ｔ

＋
ｋ））

Φγ（Ｇ（ｔ
＋
ｋ））

≤

－η（ｔ）
ｒ（ｔ）Φγ（ｂ


ｋ（Ｄα－ｙ）（ｔ））

Φγ（Ｇ（ｔ））
＝

（ｂｋ）γｗ（ｔｋ） （２２）
应用引理２，有

ｗ（ｔ）≤ｗ（Ｔ） 
Ｔ＜ｔｋ＜ｔ

（ｂｋ）γ－

∫
ｔ

Ｔ


Ｔ＜ｔｋ＜ｓ
（ｂｋ）γ

　
　κη

（ｓ）ｑ（ｓ）[ ＋

ｒ（ｔ）η（ｔ）（ψ（ｔ））γ＋１＋　

（γ＋１）γ＋１（Γ（１－α））]γ ｄｓ （２３）

由式 （１９）知ｗ（ｔ）＞０，而根据条件 （１８）知当ｔ
＞ｓ≥Ｔ，ｔ，ｓ∈（ｔｋ，ｔｋ＋１］，ｋ＝１，２，…时式 （２３）右
侧小于零，出现矛盾。因此方程 （１）是振动的。
证毕。

注１　使用定理１的思想不难证明选择不同的
η（ｔ），方程 （１）有不同的振动性判断准则。例如
选择η（ｔ）＝１，η（ｔ）＝ｔλ，ｔ≥ｔ０，λ≥１，或者η（ｔ）

＝Ｒ（ｔ，ｔ０）＝∫ｔｔ０（１／ｒ（ｓ））ｄｓ等。
下面给出另一种类型的振动判据。假设在域

Ω：＝｛（ｔ，ｓ）：ｔ≥ ｓ≥ ｔ０｝上，存在函数 Ｈ，Ｈ′ｓ∈
Ｃ１（Ω，Ｒ），满足

Ｈ（ｔ，ｔ）＝０，ｔ≥ｔ０，Ｈ（ｔ，ｓ）＞０，
Ｈ′ｓ（ｔ，ｓ）≤０，ｔ＞ｓ≥ｔ０ （２４）

这里记号Ｈ′ｓ表示

ｓ
Ｈ（ｔ，ｓ）。

定理２　假设条件 （Ｈ１）、（Ｈ２）、（Ｈ３）和式
（５）成立，并且ｂｋ ≤１，ｋ≥ｋ０。再假设当ｔ＞ｓ≥
Ｔ≥ｔ０时，存在正的可微函数η（ｔ），ｔ∈［ｔ０，∞）满
足

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→∞

１
Ｈ（ｔ，Ｔ）∫

ｔ

Ｔ
Ｈ（ｔ，ｓ）κη（ｓ）ｑ（ｓ）[ －

ｒ（ｓ）η（ｓ）（ψ（ｓ））γ＋１＋
（γ＋１）γ＋１（Γ（１－α））]γ ｄｓ＝∞ （２５）

这里（ψ（ｔ））＋如定理１一样定义，则方程 （１）是
振动的。

证明　假设方程 （１）有一个非振动解 ｙ（ｔ），
可同样假设ｙ（ｔ）＞０，ｔ≥Ｔ≥ｔ０。根据引理４，知道
（Ｄα－ｙ）（ｔ）＜０，ｔ∈（ｔｋ，ｔｋ＋１］，ｔｋ≥Ｔ，ｋ＝１，２，…。沿
用定理１的证明可得式 （２１）。用 Ｈ（ｔ，ｓ）乘以式
（２１）的两边，并在ｔ＞ｓ≥Ｔ，ｔ，ｓ∈（ｔｋ，ｔｋ＋１］，ｋ＝
１，２，…的情况下做如下积分得

∫
ｔ

Ｔ
Ｈ（ｔ，ｓ）κη（ｓ）ｑ（ｓ）－

ｒ（ｓ）η（ｓ）（ψ（ｓ））γ＋１＋
（γ＋１）γ＋１（Γ（１－α））[ ]γ ｄｓ≤

－∫
ｔ１

Ｔ
＋∫

ｔ２

ｔ１
＋… ＋∫

ｔ

ｔ
( )

ｋ

Ｈ（ｔ，ｓ）ｗ′（ｓ）ｄｓ

根据式 （２２）的结果使用分部积分法有

－∫
ｔ　ｊ

ｔｊ－１
Ｈ（ｔ，ｓ）ｗ′（ｓ）ｄｓ＝－Ｈ（ｔ，ｓ）ｗ（ｓ） ｔｊ

ｔ＋ｊ－１
＋

∫
ｔ　ｊ

ｔｊ－１
Ｈ′ｓ（ｔ，ｓ）ｗ（ｓ）ｄｓ≤Ｈ（ｔ，ｔ

＋
ｊ－１）ｗ（ｔ

＋
ｊ－１）－

Ｈ（ｔ，ｔｊ）ｗ（ｔｊ）＋∫
ｔ　ｊ

ｔｊ－１
Ｈ′ｓ（ｔ，ｓ）ｗ（ｓ）ｄｓ≤

（ｂｊ－１）γＨ（ｔ，ｔｊ－１）ｗ（ｔｊ－１）－Ｈ（ｔ，ｔｊ）ｗ（ｔｊ）≤
Ｈ（ｔ，ｔｊ－１）ｗ（ｔｊ－１）－Ｈ（ｔ，ｔｊ）ｗ（ｔｊ）

因此

∫
ｔ

Ｔ
Ｈ（ｔ，ｓ）κη（ｓ）ｑ（ｓ）－

ｒ（ｓ）η（ｓ）（ψ（ｓ））γ＋１＋
（γ＋１）γ＋１（Γ（１－α））[ ]γ ｄｓ＝

∫
ｔ１

Ｔ
＋∫

ｔ

ｔ
{ }

１

Ｈ（ｔ，ｓ）　
　κη
（ｓ）ｑ（ｓ）[ －

ｒ（ｓ）η（ｓ）（ψ（ｓ））γ＋１＋
（γ＋１）γ＋１（Γ（１－α））]γ ｄｓ≤
Ｈ（ｔ，ｔ０）∫

ｔ１

Ｔ
κη（ｓ）ｑ（ｓ）ｄｓ＋ｗ（ｔ１( )）

进一步可推出

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→∞

１
Ｈ（ｔ，ｔ０）∫

ｔ

Ｔ
Ｈ（ｔ，ｓ）　

　κη
（ｔ）ｑ（ｔ）[ ＋

ｒ（ｔ）η（ｔ）（ψ（ｔ））γ＋１＋
（γ＋１）γ＋１（Γ（１－α））]γ ｄｓ≤
∫
ｔ１

Ｔ
κη（ｓ）ｑ（ｓ）ｄｓ＋ｗ（ｔ１）＜∞

这和条件 （２５）相矛盾。命题得证。
注２　由定理２的研究方法不难证明选择不同

６４
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的，方程 （１）也有不同的振动性判断准则。例如

选择Ｈ（ｔ，ｓ）＝（ｔ－ｓ）ｍ或Ｈ（ｔ，ｓ）＝ ｌｎｔ＋１ｓ＋( )１
ｍ
等。

　　接下来考虑条件 （６）成立的情形。
定理３　假设条件 （Ｈ１）、（Ｈ２）、（Ｈ３）和条

件 （６）成立并且存在一个正的一阶可微函数
η（ｔ），ｔ∈［ｔ０，∞）满足条件 （１８），进一步假设对
任意的常数ｔ１≥ｔ０有

∫
ｕ

ｔ１
∏
ｔ１≤ｔｋ＜ｔ

（ｂｉ）γｒ（ｖ）ｅ∫
ｖ
　ｔ１
（θ（ｓ）／ｒ（ｓ））ｄ[ ]ｓ －１γｄｖ＝∞　（２６）

这里θ（ｔ）＝（ｐ（ｔ）＋ｋ（Γ（１－α））γｑ（ｔ）），则方程

（１）的解或者振动或者满足 ｌｉｍ
ｔ→∞∫

∞

ｔ
（ｖ－ｔ）－αｙ（ｖ）ｄｖ

＝０。
证明　设ｙ（ｔ）是方程 （１）的一个非振动解，

不失一般性，假设ｙ（ｔ）＞０最终成立。沿用引理４
的证明，可以得到式 （１１）成立并且 （Ｄα－ｙ）（ｔ）
或者最终为正或者最终为负。（Ｄα－ｙ）（ｔ）最终为负
的情况类似定理１的证明在此省略。下面假设（Ｄα－
ｙ）（ｔ）最终为正。因此存在 Ｔ０≥ Ｔ当 ｔ≥ Ｔ０时有
（Ｄα－ｙ）（ｔ）＞０。由式 （８）、（１０）和式 （１１）得
到 ｌｉｍ

ｔ→∞
Ｇ（ｔ）：＝Ａ≥０及Ｇ（ｔ）≥Ａ。现在断言Ａ＝０，

否则有Ａ＞０由方程 （１）和条件 （Ｈ３）推知
（ｒ（ｔ）（（Ｄα－ｙ）（ｔ））γ）′＝

－ｐ（ｔ）（（Ｄα－ｙ）（ｔ））γ＋ｑ（ｔ）ｆ∫
∞

ｔ
（ｖ－ｔ）－αｙ（ｖ）ｄ( )ｖ≥

－ｐ（ｔ）（（Ｄα－ｙ）（ｔ））γ＋ｑ（ｔ）ｋ（Ｇ（ｔ））γ ＝
－（ｐ（ｔ）＋κ（Γ（１－α））γｑ（ｔ））（（Ｄα－ｙ）（ｔ））γ

所以

（ｒ（ｔ）（（Ｄα－ｙ）（ｔ））γ）′＋θ（ｔ）（（Ｄα－ｙ）（ｔ））γ≥０

（２７）
这里θ（ｔ）＝（ｐ（ｔ）＋κ（Γ（１－α））γｑ（ｔ）），那么在
（ｔｋ，ｔｋ＋１］，ｋ＝１，２，…上，

ｒ（ｔ）（（Ｄα－ ｙ）（ｔ）γｅ∫
ｔ

ｔ０
（θ（ｓ）／ｒ（ｓ））ｄｓ是严格递增的。

由归纳法得

ｒ（ｔ）（（Ｄα－ｙ）（ｔ））γｅ∫
ｔ
ｔ０
（θ（ｓ）／ｒ（ｓ））ｄｓ＞

ｒ（ｔ＋ｋ）（（Ｄα－ｙ）（ｔ
＋
ｋ））

γｅ∫
ｔｋ

ｔ０
（θ（ｓ）／ｒ（ｓ））ｄｓ≥

ｒ（ｔｋ）［ｂｋ（Ｄα－ｙ）（ｔｋ）］γｅ∫
ｔｋ
ｔ０
（θ（ｓ）／ｒ（ｓ））ｄｓ＞

∏
ｋ

ｉ＝１
（ｂｉ）γｒ（ｔ１）［（Ｄα－ｙ）（ｔ１）］γｅ∫

ｔ１
ｔ０
（θ（ｓ）／ｒ（ｓ））ｄｓ

（２８）
由此可得对于ｔ∈［ｔ１，∞）

［（Ｄα－ｙ）（ｔ）］γ≥

∏
ｔ１≤ｔｋ＜ｔ

（ｂｉ）γ
ｒ（ｔ１）
ｒ（ｔ）ｅ

－∫ｔ１ｔ０（θ（ｓ）／ｒ（ｓ））ｄｓ［（Ｄα－ｙ）（ｔ１）］γ

（２９）
根据式 （８）和条件 （Ｈ３），可以看出
Ｇ′（ｔ）＝－Γ（１－α）（Ｄα－ｙ）（ｔ）≤－Γ（１－α）·

∏
ｔ１≤ｔｋ＜ｔ

（ｂｋ）γ
ｒ（ｔ１）
ｒ（ｔ）ｅ

－∫ｖ　ｔ１（θ（ｓ）／ｒ（ｓ））ｄ[ ]ｓ
１
γ
［（Ｄα－ｙ）（ｔ１）］

（３０）
记Ｌ＝ｒ（ｔ１）［（Ｄα－ｙ）（ｔ１）］γ ＞０，对不等式 （３０）
两边积分有

∫
ｕ

ｔ１
Ｇ′（ｖ）ｄｖ≤－Γ（１－α）·

∏
ｔ≤ｔｋ＜ｔ
（ｂｋ）Ｌ

１
γ∫
ｕ

ｔ１
［ｒ（ｖ）ｅ∫

ｖ
　ｔ１
（θ（ｓ）／ｒ（ｓ））ｄｓ］－

１
γｄｖ（３１）

根据条件 （２６），在式 （３１）中有 ｌｉｍｕ→∞Ｇ（ｕ）
＝－∞，这与Ａ＞０矛盾。命题得证。

３　例　子
考虑方程

［
１
ｔ２ （Ｄ

α
－ｙ）（ｔ）

２
３（Ｄα－ｙ）（ｔ）］′＋

　　 １
ｔ３ （Ｄ

α
－ｙ）（ｔ）

２
３（Ｄα－ｙ）（ｔ）＝

　　 １
ｔ２∫

∞

ｔ

　
　
ｖ－ｔ）－αｙ（ｖ）ｄ( )ｖ

５
３
，ｔ≠ｔｋ，

ｙ（ｔ＋ｋ）＝ｙ（ｔｋ），（Ｄα－ｙ）ｔ
＋
ｋ ＝
ｋ＋１
ｋ（Ｄ

α
－ｙ）（ｔｋ），

　　ｔ＝ｔｋ：＝２ｋ＋１，ｋ＝１，２，３，…，

ｙ（０＋）＝ｙ０，（Ｄα－ｙ）（０
＋）＝Ｄα－ｙ０



















，

（３２）

这里ｒ（ｔ）＝ｑ（ｔ）＝ｔ－２，ｐ（ｔ）＝ｔ－３，ｔ＞０，ｆ（ｕ）＝

ｕ
５
３，γ＝５３且ａｋ＝ａ


ｋ ＝１，ｂｋ＝ｂｋ ＝

ｋ＋１
ｋ 。不难

验证条件 （Ｈ１）、（Ｈ２）、（Ｈ３）成立，取 ｔ≥２，因

（ｕ－２ｅ∫
ｕ
　
２
ｓ－１ｄｓ）－

３
５ ＝（２ｕ）

５
３，则当ｔ→∞时

∫
ｔ

ｔｊ
∏
ｔｊ＜ｔｋ＜ｕ

ｂｋ（ｒ（ｕ）ｅ∫
ｕ
　ｔ０
（ｐ（ｓ）／ｒ（ｓ））ｄｓ）－

１
γｄｕ＝

∫
ｔ

２
（２ｕ）

３
５∏
２＜ｔｋ＜ｕ

ｂｋｄｕ→∞

因此条件 （５）被满足。再令 η（ｔ） ＝ ｔ
５
３，则

ψ（ｔ）＝５３ｔ
－１－ｔ且当ｔ≥２时（ψ（ｔ））＋＝０，又因为

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→∞ ∫

ｔ

Ｔ∏Ｔ＜ｔｋ＜ｓ
（ｂｋ）γ·

κη（ｓ）ｑ（ｓ）－
ｒ（ｓ）η（ｓ）（ψ（ｓ））γ＋１＋
（γ＋１）γ＋１（Γ（１－α））[ ]γ ｄｓ＝

７４
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∫
∞

２ ∏２＜ｔｋ＜ｓ
ｋ＋１( )ｋ

５
３ １
ｓ２
ｓ[ ]５３ ｄｓ≥∫

∞

２

１
ｓ１／３
ｄｓ＝∞

所以，根据定理１得方程 （３２）是振动的。
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